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mit einfachen Bayes-Methoden



Motivation?

Dezember 2020 …





The 95.0% credible interval for 
vaccine efficacy and the probability 
of vaccine efficacy greater than 30% 
were calculated with the use of a 
Bayesian beta-binomial model.



 

X ~ Bin(n, )  ~ Beta(α, )
|X ~ Beta(α‘(X), ‘(X))
α‘(x) =  α +x
‘(x) =  n+-x

Kurzes Review: Bayesianische Inferenz - 1

der Erfinder der Rechner

die Anwendung



Kurzes Review: Bayesianische Inferenz - 2

Beispiel

Eine Münze wird 10 Mal geworfen, jedesmal kommt Zahl vor.

Frage: wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass Kopf beim 11. Wurf vorkommt? 



Kurzes Review: Bayesianische Inferenz - 3

Die bessere Antwort:  Kombination von Erfahrung und Daten

Verteilung der Daten: Sei X die Anzahl von “Kopf”
X gegeben  folgt eine Binomialverteilung Bin(n, )

A-priori Wissen: z. B. totale Ignoranz
d.h.  ist gleichmassig zwischen 0 und 1 verteilt:    ~Beta(1,1)

A-posteriori Wissen gegeben X=k: die a-posteriori Verteilung von  ist die Beta-Verteilung Beta(k+1, n+1-k)
mit Erwartungswert (k+1)/(n+2)

Bemerkung:
Der Schätzer (k+1)/(n+2) trägt den Namen: „Laplace Rule of Succession“.

Anwendungsfall: Fall n=10 und k=0 →  ~ Beta(0+1, 10+1-0) = Beta(1,11)
Erwartungswert der a-posteriori Verteilung von  = 1/12 ≈ 0.08
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Kurzes Review: Einige Beta-Verteilungen Beta(α, β) auf Träger [0, 1]



The 95.0% credible interval for 
vaccine efficacy and the probability 
of vaccine efficacy greater than 30% 
were calculated with the use of a 
Bayesian beta-binomial model.

Bayesianische Schätzmethoden für die Wirksamkeit von Covid-19 Impfungen

Efficacy=
1 - infection rate in vaccine group/ 
infection rate in placebo



The Data

The Results



Wirksamkeit = 1- ϴ1/ ϴ2

Bayesianische Schätzmethoden für die Wirksamkeit von Covid-19 Impfungen

Zurück zur Beta_Binomial Model:

X1=Anzahl Covid-Fälle in der Gruppe 1 (Impfung-Gruppe)      ϴ1= infectionsrate in Gruppe 1 ~Beta(1,1)  

X2=Anzahl Covid-Fälle in der Gruppe 2 (Placebo-Gruppe)       ϴ2= infectionsrate in Gruppe 2 ~Beta(1,1)  

Alle Zufallssvariablen unabhängig vorausgesetzt

Inferenz über Wirksamkeit? ->     kein Problem in der Bayes-Statistik!

Simuliere aus der (hier exakt bekannten) a-posteriori Verteilungen von ϴ1 und ϴ2, bilde die Wirksamkeit
und verwende Monte-Carlo Schätzungen für den 95% Kredibilitätsbereich oder für Wirksamkeit>30%



Black: Beta-Binomial with a uniform prior
95%- Cred. Interv. 
2.5%       50%     97.5% 

0.901      0.946    0.975

Red: Beta-Binomial with a Beta(0.7,1) prior
95%- Cred. Interv. 
2.5%       50%      97.5% 
0.903      0.948    0.976 

Comparison with the prior used by BionTech:
Effect on the posterior probability distributions

→ verwende weiter
Beta(1,1) als a-priori 
Verteilung.



Efficacy: Red BionTech Black Moderna

BionTech
95%CrI: 
2.5%       50%     97.5% 
0.901      0.946   0.975 

Mean:  0.944

Moderna:
95%CrI: 
2.5%   50% 97.5% 

0.893 0.937 0.968 
Mean:  0.935

Wirksamkeitsvergleich: BionTech vs. Moderna



Entire study Cases Sample (N) Cases Sample (N)

Pfizer 8 18198 162 18325

Moderna 11 14134 185 14073

Older people Cases Sample (N) Cases Sample (N)

Pfizer 1 3848 19 3880

Moderna 4 3583 29 3552

Wirksamkeitsvergleich: BionTech vs. Moderna
Unterschiedliche Altersgruppen

Model: Beta-Binomial with a uniform prior (i.e. beta(1,1))
Older people =  “> 65y”

with vaccine               Placebo



with vaccine           Placebo

Entire study Cases N Cases N

Pfizer 8 18198 162 18325

Moderna 11 14134 185 14073

Janssen* 484 19400 1067 19398

Older people

Pfizer 1 3848 19 3880

Moderna 4 3583 29 3552

Janssen* 103 5812 220 5963

*: Jannsen’s published numbers are not directly 
comparable to BionTech/Moderna. Here using 
grouping: moderate to severe.
Janssen ist ein Vektor-Impfung mit 1 Dosis.

Wirksamkeitsvergleich: BionTech vs. Moderna vs. Janssen
mit unterschiedlichen Altersgruppen



Zusammenfassung

❑ Mit der Bayes-Statistik:
1) Komplexe Fragestellungen können einfach behandelt werden
2) Dank der Visualisierung der a-posteriori Verteilungen stehen informative grafische

Darstellungen für die Inferenz zur Verfügung

❑ Dieses recht aktuelles Beispiel ist sehr geeignet für einen Einführungskurs in der Bayes 
Statistik

Zu guter Letzt noch zwei Neuigkeiten über Wahrscheinlichkeit, Inferenz und Bayes …



Bayesian Statistics and Neuroscience: the Bayesian Brain

Active Inference: 
The Free Energy Principle in
Mind, Brain, and Behavior

(erschienen 29. März 2022)

If you are interested and have 15mn to spare, watch this video:
the Free Energy Principle with neuroscientist Karl Friston
on the Markov blanket, Bayesian model evidence, and different global 
brain theories

In short:
the brain uses a gradient 
descent algorithm on free-
energy (a bound to the surprise 
on sampling data from a 
generative model) to optimize 
action and perception



Parrots understand probability
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BAG Recommendations

Are you over 18? In this case, if you can’t be vaccinated with an mRNA vaccine for medical reasons or if you refuse mRNA vaccines, you 
can be vaccinated with Janssen’s vector vaccine or the protein vaccine from Novavax.


